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1.

Definiciones

Proposicion Conjunto de simbolos que tiene un valor de verdad.

Axioma Proposicion aceptado sin demostracion.

Teorema Proposicion verdadera que se demuestra atravez de los axiomas.

Corolario Conclusién directa del teorema

Postulado Axiomas particulares

2.

Propiedades algebraicas

Se acepta la existencia de un conjunto no vacio R llamado conjunto de niimeros reales.

En este conjunto se definen dos operaciones binarias cerradas llamadas suma y producto ( + y - ).
Estas operaciones satisfacen los siguientes axiomas:

1.

S B T B

Conmutatividad (a + b) = (b+ a)
Asociatividad (a +b) +c=a+ (b+¢)
a+0=0+a=a

Va € R3(—a) e R/a+ (—a) =0
Conmutativad a - b=1b-a

Asociativad (a-b)-c=a-(b-c)
dleR/a-1=1-a=a
Distributividad a - (b+¢) =a-b+a-c

Aplicacién de las propiedades

. Probar la ley de cancelacion en los nimeros reales sia+x=a =1 =0

a+xr=a
a+z+(—a)=a+ (—a)
rz=0

. Probar que Va € R,a-0=10

a-0=a-0
a-(04+0)=a-0
a-0+a-0=a-0
a-0+a-04+(—a-0)=a-0+4(—a-0)
a-0=0



4. Numeros Racionales

Q:{%:mGR,nER,n#O}

Teorema 1 No existe un numero racional r tal que r> = 2.

rPr=2=r¢Q

Demostracion. Supongase que existe un racional v = " tal que r2 = 2. Ademds m y n no tienen
factores en comain.
m? = 2n?

St m fuera impar entonces
m=2k+1, keZ
m? =4k* + 4k +1 =22k + 2k + 1) + 1 = 2n*> -«

St m fuera par entonces
m=2k, ke

m? = 4k* = 2n® —

De forma analoga al anterior andlisis se halla que n debe ser par. Como m y n son niumeros pares
contradice al hecho de que m y n tienen factores comunes. Por tanto NO existe.

5. Los axiomas de orden

En R existen un conjunto P llamado conjunto de ntimeros extrictamente positivos (0 ¢ P).
Entonces se cumplen los siguientes axiomas.

lL.xePyeP=x+4+yeP

2. Ley de la tricotomia. z € R = Se cumple una y solo una tnica afirmacién de las siguientes:
xreP o6 z=0 o6 —-x€P

5.1. Definicién de simbolos de desigualdad

1. a < beslomismoqueb—ac P
a < b es lo mismo que b —a € P {0}

a > b es lo mismo que b < a

Ll

a > b es lo mismo que b < a



5.2. Demostraciones

1. Teorema Sia < by b < c entonces a < ¢

Demostracion 1
(a<b)=b—aeP
(b<c)=c—beP
(b—a)+(c—-b)eP
c—a€P
a<c

2. Teorema Sia < by x <y entonces a+z <b+y

Demostracion 2
(a<b)=b—aecP
(x<y)=y—xzeP
b—a)+(y—z)e P
b+y)—(a+x)eP
a+x<b+y

3. Teorema Si a < by ¢ > 0 entonces ac < bc

Demostraciéon 3

(a<b)=b—aecP

ceP
(b—a)-ceP
bc —ace P

ac < be

4. Teorema Si a < by ¢ < 0 entonces ac > bc

Demostracion 4
(a<b)=b—acP
(—c)eP
(b—a)-(—c)eP
ac—bce P
ac > be
5. Probar que 1 > 0

Demostracion 5 Caso contrario se tuviera 1 <0 = (-1) e P = (-1)(-1)e P=>1€ P =
1>0—«

Por tanto1 >0



N Ot e W

El valor absoluto

El valor absoluto de x € R se define

T st x>0
m: —x st <0

Propiedades
z| =0 2=0

lzy| = |=|[y|

—lz| <z <z
lz+y| < x|+ |y
a| —

2] = ||

of? = a2

[z = [yl = [z £ y|

Demostraciones
Nzl =0e2=0
Demostracion 6

Nzyl = [z[lyl

Demostracion 7 Sixz >0 y y > 0 entonces |zy| = xy = |z||y|
Sixz>0yy <0 entonces |vy| =z - (—y) = |z||y|

Six <0 yy>0 entonces |vy| = (—z) -y = |z||y|

Six <0 yy <0 entonces |zvy| = (—z) - (—y) = |z||y|

Por tanto |zy| = |z||y|

=z <2 <

Demostracion 8 Siz > 0= |z| =2 = —|z| <z < |z| = s <z <z = -2 <z =
—r4+r<zrz+r=0<2
Analogamente si x < 0 se demuestra que —|z| < x < |z|

Nzt oyl < x|+ |
Demostracion 9
[z +y| < |z] + [yl
(lz +y1)* < (] + [yl)?
(z+y)* < |z|* + 2Jz|ly| + |y|”
o+ 2wy + 1y < 2+ 22|y + P
2?4 20y +y° — (2 + ) <a2' 2|y + v - (27 4+ ¢?)
2zy < 2|z||y|
zy < |z[ly|
zy < |zy|



5. || = [=[*
Demostracién 10

6. |z]* =22

Demostracion 11

T lz] = [yll = =+ y|

Demostracion 12

7. La propiedad de completaciéon de R

Definicién 1 (Cota superior) Sea S C R, un nimero M es una cota superior si solo si v < M
para todo x € S

Definicién 2 (Cota inferior) Sea S C R, un nimero m es una cota inferior si solo si x > m para
todo x € S

Nota 1 Si existe una cota superior, cualquier otra cota mayor a esta es también una cota superior.

Definicién 3 (Supremo o minima cota superior) Sea S C R, un nimero u es llamado supremo
de S si solo si es la mds pequena de las cotas superiores, se escribe u = sup(.S)

Lema 1 Sea S C R, u = sup(S) si y solo si:

1. No existe ningin elemento de v € S tal que x > u

2. St v < u entonces existe xog € S tal que v < xg < u

Demostracion 13 La demostracion se lo realiza de dos partes:
Primera parte (=) Suponemos que u = sup(.S)

Puesto que u = sup(S), u es cota superior de S, es decir que para todo x € S x < u es decir
que no existe ningun elemento de x € S tal que x > u

Segunda parte (<)
Lema 2 u=sup(S) si y solo si para todo € > 0 existe un xo € S tal que u — e < xq
Demostracion 14 La demostracion se lo realiza de dos partes:

Primera parte (=)

Segunda parte (<)



7.1. El axioma del supremo
Todo conjunto acotado superiormente tiene supremo
Teorema 2 Todo conjunto acotado inferiormente tiene infimo

Demostracion 15 Sea S C R, acotada inferiormente. Se define T = {—x/x € S}. Puesto que S es
acotado inferiormente. St m es cota inferior de S

m<zxz, VrelS
-m< -z, V—xeT
-m es cota superior de T
T es acotado superiormente
Por tanto T tiene supremo

7.2. La propiedad arquimediana
Para todo = € R, existe un n € N tal que x < n
Demostracion 16 Supongamos que la conclusion es falsa. Es decir:
x > n para todon € N
x es una cota superior de N
Sea u = sup(IN), existe un elemento ng € N tal que:

u—1<ng
u<ng+1-—«

Teorema 3 Existe un v € R tal que 2> =7

Demostracion 17 Sea s = {y : y*> < 7}. 7 debe ser cota superior de S
Si existe no fuera una cota superior entonces existe yo € S tal que 7 < 1y

TP <yt <7 >

Al ver S acotado tiene supremo
Sea x = sup(S) se afirma que ¥* =7, pues caso contrario se afirma que v> <7 0 x° > 7

Si 2% < 7: Entonces tuvieramos que 7 — x* > 0. Sea n, € N elegido convenientemente por propiedad
de supremo tal que 2L < n, entonces tenemos:

T—x2
(:c—l—i)z = 24224 L
ny o nq n?
2 22 , 1
S eiman
€T
< rt 4T
< 224 7-2? dadoque%<7—x2
< 7

(x + n%) €S —« recordemos que v = sup(S)

Si 22 > T: Entonces 2 — 7 > 0. Sea ny € N elegido adecuadamente tal que I§f7 < ng entonces

tenemos:




2
B R S P
(I ) = Z n2+n§

> o2z
n2
> 2 — (2* = 7) dado que 22 <2 =7
= 22 —224+7
> 7
(x — n—t) es cota superior de S —«— recordemos que x = sup(S)

Corolario 1 Seanz >0 yy >0

(A) Eziste unn € N tal que nxz >y
(B) Euziste unn € N tal que 0 < = <z

(C) Existe unn € N tal quen —1<y<n

Demostracion 18 :

(A) Por propiedad arquimediana existe un n € N tal que:

n>?
X

entonces nx >y

(B) Por propiedad arquimediana existe un n € N tal que:

1
n> —
x

entonces
1
z>—>0
n

(C) Sea S ={k: ke N,y <k} entonces n = sup(S)

7.3. Ejercicios



