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Hasta ahora solo se ha introducido las nociones de recta, plano, de paralelismo, etc. Sin
embargo, no se ha hablado de ortogonalidad, longitud, distancia, angulos, etc. Para poder introducir
estos conceptos, hace falta dotar al espacio vectorial sobre el cual esta construido el espacio afin A
de una estructura mas rica. En este capitulo introduciremos el concepto de producto escalar para
poder considerar los espacios vectoriales Euclideos.

1. Producto Escalar
Definicion 1 Sea V un espacio vectorial real. Un producto escalar sobre V es una forma bilineal ¢
simétrica definida positiva. Esto significa que la aplicacion

p:VxV — R
u,v —  p(u,v) = (u,v)

cumple para todo u,v,w €V ya,8 € R

1. {au + Pv,w) = alu,w) + G{v,w), (u,av + fw) = alu,w) + F{u, w)
2. (u,v) = (v,u)
3. Siv#0, entonces (v,v) >0

Definicién 2 Un espacio vectorial V provisto de un producto escalar ¢ es llamado un espacio Eu-

clideo € = (V, ¢)

En el resto del capitulo solo se consideraran espacios vectoriales reales. Los resultados que
siguen pueden ser mostrados en todo espacio vectorial Euclideo ¢.

Ejemplo 1 En el caso de R™ se tiene el producto escalar candnico, el cual es definido como:

() = y'e =Y wy; Yo,y € R"
i=1
Ejercicio: verificar que realmente se trata de un producto escalar.

Definicion 3 Se llama norma Euclideana de un vector  a ||z|| = \/(z, z)

Nota 1 Se dird que un vector v es normado si ||[v|| =1



Proposicion 1 Sea € un espacio Euclideo, entonces la aplicacion:

[-l:e = R
z = |zl =/(z,2)
cumple las siguientes propiedades:
1. ||z] =0 2=0
2 | = lafflz| Vree
3w+ yll < flell + llyll Vo ee
Demostracion (1):
|z =0=/(z,2) & (z,2) =02 =0
Demostracion (2):
Azl =/ (Az, Ax)
= Az, )
= (=, z)
= Al
Demostracion (3):
lz+yl* = (z+yz+y)

(z,2) +2(z,y) + (y,v)
21?4 2[|[[[[y]] + [ly]I”
= ([l + llyl)?
lz+yll < [z +lyll

Proposicion 2 (Desigualdad de Cauchy-Shwartz) Sea & un espacio Euclidaneo, entonces:

[, o) < [l [l

cumpliendose la iqualdad si y solo si x,y son linealmente dependientes

Demostracion. Sean x,y € ¢ y a € R, luego

lax +ylI* = (ez+y,az+y)
=z, @) + 20(x,y) + (4,9)
= ala(z,z) +2(z,9) + (4, 9)
como |lax + y|| > 0 para todo o € R, tomando o = —% tenemos

020 (L o) b 2te)) + ()

(z,9) ,
de donde
[z, )| < [l [l
Ademds |(z,y)| = ||z|||y]| si y solo si existe a tal que ||ax + y|| = 0 si y solo si z,y son linealmente
dependientes.



2. Propiedades de los determinantes

3 4 5 =2 -12 -6 5 -2
321 01| | 0 0 1 0
74 2 1 | 1 0 2 1
3 2 5 6 -12 -8 5 6
(v, w, ul
lineal en cada componente
[avy + Pug,w,u] = |[Avy+ PBre w
= lav; w ul+|fra w ul
= ovy w ul+PBlue w  u
€1,€9,€3
u = (ug, ug, ug)
v = (vq, V9, v3)
<0
[u,v,w=lu v W 5&0—{ -0
u,v
[u, v, w] = (uAv,w), Vw € R?
vy, .., Uy € R”
(U1, ., 0] = U1 oo vy
(auy + Puz) Av = a(u; Av) + B(uz Av)
((auy + Bug) Av,w)y = [auy + Bug, v, w]

- Oé{ubvfu}] +ﬁ[u27v7w]
= (a(uNv)+ B(uz Av),w)
auy + Puz) Av = a(ug Av) + Blug Av)

(
(@, w) = (b,w) =0
{
<

a—Dbw)=0
a—ba—b)y=0
=b



